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Статистика



Функция распределения

термодинамическая система из 𝑁 частиц;
𝜉 — величина, характеризующая частицу

Вероятность того, что величина 𝜉 будет
иметь значение 𝜉𝑖

𝑃𝑖 =
𝑁𝑖
𝑁

𝑁𝑖 — количество частиц, для которых 𝜉 = 𝜉𝑖



Функция распределения

Условие нормировки:

∑𝑷𝒊 = 𝟏

Среднее значение величины

< 𝝃 > =
∑𝑵𝒊𝝃𝒊
𝑵

= ∑𝑷𝒊𝝃𝒊

Если величина 𝜉 изменяется непрерывно, то
вероятность того, что 𝜉 = (𝜉, 𝜉 + 𝑑𝜉)

𝒅𝑷 = 𝒇 𝝃 𝒅𝝃

𝑓 𝜉 — функция распределения

вероятности (плотность вероятности)



Функция распределения

Свойства функции распределения

1. Определённость и непрерывность во
всей области определения 𝜉(𝑎, 𝑏)
2. Дифференцируемость во всей области
определения
3. Интегрируемость во всей области
определения
4. Условие нормировки (нормируемость)

න
𝒂

𝒃

𝒇 𝝃 𝒅𝝃 = 𝟏

Распределение Гаусса

𝑓 𝜉 = 𝐴𝑒−𝛼 𝜉−𝜉0
2



Функция распределения



Функция распределения

Вероятность того, что величина 𝜉 принимает значение от 𝜉1 до 𝜉2,

𝑷 𝝃𝟏, 𝝃𝟐 = න
𝝃𝟏

𝝃𝟐

𝒇 𝝃 𝒅𝝃

Среднее значение < 𝝃 > = 𝒂
𝒃
𝝃𝒇 𝝃 𝒅𝝃

Среднее значение квадрата < 𝝃𝟐 >= 𝒂
𝒃
𝝃𝟐𝒇 𝝃 𝒅𝝃

Среднее значение функции < 𝝋 𝝃 > = 𝒂
𝒃
𝝋(𝝃)𝒇 𝝃 𝒅𝝃

Наиболее вероятное значение ቚ
𝒅𝒇 𝝃

𝒅𝝃 𝝃=𝝃вер

= 𝟎



Распределение Максвелла

идеальный газ из 𝑁 частиц Плотность изобразительных точек 𝑁𝑓 𝑣

Количество точек в сферическом слое
радиуса 𝑣 толщиной 𝑑𝑣

𝑑𝑁 = 𝑁𝑓 𝑣 4𝜋𝑣2𝑑𝑣

Вероятность попадания изобразительной
точки в этот слой

𝑑𝑃 =
𝑑𝑁

𝑁
= 𝑓 𝑣 4𝜋𝑣2𝑑𝑣

плотность вероятности

𝐹 𝑣 =
𝑑𝑃

𝑑𝑣
= 𝑓 𝑣 4𝜋𝑣2

пространство скоростей
(𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)



Распределение Максвелла

𝑓 𝑣 = 𝜑1(𝑣𝑥)𝜑2(𝑣𝑦)𝜑3(𝑣𝑧)

𝜑1 = 𝜑2 = 𝜑3 = 𝜑

ln𝑓(𝑣) = ln𝜑(𝑣𝑥) + ln𝜑(𝑣𝑦) + ln𝜑(𝑣𝑧)
𝑑

𝑑𝑣𝑥

1

𝑓 𝑣

𝑑𝑓 𝑣

𝑑𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑣𝑥
=

1

𝜑 𝑣𝑥

𝑑𝜑 𝑣𝑥
𝑑𝑣𝑥



Распределение Максвелла
1

𝑓 𝑣

𝑑𝑓 𝑣

𝑑𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑣𝑥
=

1

𝜑 𝑣𝑥

𝑑𝜑 𝑣𝑥
𝑑𝑣𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑣𝑥
=

𝜕 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2

𝜕𝑣𝑥
=
𝑣𝑥
𝑣

1

𝑓 𝑣
𝑓𝑣
′
𝑣𝑥
𝑣
=

1

𝜑 𝑣𝑥
𝜑𝑥
′ ⇒

𝑓𝑣
′

𝑣𝑓 𝑣
=

𝜑𝑥
′

𝑣𝑥𝜑 𝑣𝑥

𝑓𝑣
′

𝑣𝑓 𝑣
=

𝜑𝑦
′

𝑣𝑦𝜑 𝑣𝑦
,

𝑓𝑣
′

𝑣𝑓 𝑣
=

𝜑𝑧
′

𝑣𝑧𝜑 𝑣𝑧



Распределение Максвелла

𝑓𝑣
′

𝑣𝑓 𝑣
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = −𝛼

1

𝑣𝑥𝜑 𝑣𝑥

𝑑𝜑 𝑣𝑥
𝑑𝑣𝑥

= −𝛼

𝑑𝜑 𝑣𝑥
𝜑 𝑣𝑥

= −𝛼𝑣𝑥𝑑𝑣𝑥 ⇒ ln𝜑 𝑣𝑥 = −
𝛼𝑣𝑥

2

2
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⇒ 𝜑 𝑣𝑥 = 𝐴𝑒−

𝛼𝑣𝑥
2

2

𝜑 𝑣𝑦 = 𝐴𝑒−
𝛼𝑣𝑦

2

2 , 𝜑 𝑣𝑧 = 𝐴𝑒−
𝛼𝑣𝑧

2

2

𝑓 𝑣 = 𝐴3𝑒−
𝛼(𝑣𝑥

2+𝑣𝑦
2+𝑣𝑧

2)

2 = 𝐴3𝑒−
𝛼𝑣2

2



Распределение Максвелла

𝜑 𝑣𝑥 = 𝐴𝑒−
𝛼𝑣𝑥

2

2

න
−∞

+∞

𝜑 𝑣𝑥 𝑑𝑣𝑥 = 𝐴න
−∞

+∞

𝑒−
𝛼𝑣𝑥

2

2 𝑑𝑣𝑥 = 𝐴
2𝜋

𝛼
= 1

𝐴 =
𝛼

2𝜋

𝑓 𝑣 =
𝛼

2𝜋

3
2
𝑒−

𝛼𝑣2

2



Распределение Максвелла

𝑚0 < 𝑣𝑥
2 >

2
=
1

3

3

2
𝑘𝑇 ⇒ < 𝑣𝑥

2 >=
𝑘𝑇

𝑚0

< 𝑣𝑥
2 >=

𝑘𝑇

𝑚0
= න

−∞

+∞

𝑣𝑥
2𝜑 𝑣𝑥 𝑑𝑣𝑥 =

𝛼

2𝜋
න
−∞

+∞

𝑣𝑥
2𝑒−

𝛼𝑣𝑥
2

2 𝑑𝑣𝑥

= −
2𝛼

𝜋

𝑑

𝑑𝛼
න
−∞

+∞

𝑒−
𝛼𝑣𝑥

2

2 𝑑𝑣𝑥 = −
2𝛼

𝜋

d

d𝛼

2𝜋

𝛼
=
1

𝛼
=
𝑘𝑇

𝑚0

𝛼 =
𝑚0

𝑘𝑇



Распределение Максвелла

𝛼 =
𝑚0

𝑘𝑇
𝜑 𝑣𝑥 = 𝐴𝑒−

𝛼𝑣𝑥
2

2 =
𝛼

2𝜋
𝑒−

𝛼𝑣𝑥
2

2 =
𝑚0

2𝜋𝑘𝑇
𝑒−

𝑚0𝑣𝑥
2

2𝑘𝑇

𝝋 𝒗𝒙 =
𝒎𝟎

𝟐𝝅𝒌𝑻
𝒆−

𝒎𝟎𝒗𝒙
𝟐

𝟐𝒌𝑻

𝒇 𝒗 =
𝒎𝟎

𝟐𝝅𝒌𝑻

𝟑
𝟐
𝒆−

𝒎𝟎𝒗
𝟐

𝟐𝒌𝑻

функция распределения Максвелла

𝑭 𝒗 =
𝒎𝟎

𝟐𝝅𝒌𝑻

𝟑
𝟐
𝟒𝝅𝒗𝟐𝒆−

𝒎𝟎𝒗
𝟐

𝟐𝒌𝑻



Распределение Максвелла

Физический смысл площади под этой
кривой на участке (𝑣1, 𝑣2) — доля
молекул со скоростями от 𝑣1до 𝑣2

ΔN

N
= න

𝑣1

𝑣2

𝐹 𝑣 𝑑𝑣

При нагревании доля молекул с
большими скоростями возрастает, а
доля молекул с малыми скоростями
убывает.



Распределение Максвелла

Наивероятнейшая скорость молекулы идеального газа — скорость,
соответствующая максимуму функции распределения

ቤ
𝑑𝐹 𝑣

𝑑𝑣
𝑣=𝑣вер

= 0 = 2𝑣вер𝑒
−
𝑚0𝑣вер

2

2𝑘𝑇 -𝑣вер
2

2𝑚0𝑣вер

2𝑘𝑇
𝑒−

𝑚0𝑣вер
2

2𝑘𝑇

𝒗вер =
𝟐𝒌𝑻

𝒎𝟎
=

𝟐𝑹𝑻

𝑴

Средняя скорость < 𝑣 > = 0
∞
𝑣𝐹 𝑣 𝑑𝑣

< 𝒗 > =
𝟖𝒌𝑻

𝝅𝒎𝟎
=

𝟖𝑹𝑻

𝝅𝑴



Распределение Максвелла

Средняя квадратичная

скорость < 𝑣2 >= 0
∞
𝑣2𝐹 𝑣 𝑑𝑣

𝒗кв =
𝟑𝒌𝑻

𝒎𝟎
=

𝟑𝑹𝑻

𝑴

𝑣вер < ҧ𝑣 < 𝑣кв



Распределение по энергиям

Число молекул с энергиями от 𝜀 до 𝜀 + 𝑑𝜀 (𝑣; 𝑣 + 𝑑𝑣)

𝑑𝑁𝜀 = 𝑁𝐹 𝜀 𝑑𝜀 = 𝑁𝐹 𝑣 𝑑𝑣

𝐹 𝜀 = 𝐹 𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝜀

𝜀 =
𝑚0𝑣

2

2
⇒ 𝑣 =

2𝜀

𝑚0
,

𝑑𝑣

𝑑𝜀
=

2

𝑚0

1

2 𝜀
=

1

2𝑚0

1

𝜀

𝐹 𝑣 =
𝑚0

2𝜋𝑘𝑇

3
2
4𝜋𝑣2𝑒−

𝑚0𝑣
2

2𝑘𝑇 =
𝑚0

2𝜋𝑘𝑇

3
2
4𝜋

2𝜀

𝑚0
𝑒−

𝜀
𝑘𝑇 =

𝑚0

2𝜋𝑘𝑇

3
2 8𝜋

𝑚0
𝜀𝑒−

𝜀
𝑘𝑇



Распределение по энергиям

𝐹 𝑣 =
𝑚0

2𝜋𝑘𝑇

3
2 8𝜋

𝑚0
𝜀𝑒−

𝜀
𝑘𝑇

𝐹 𝜀 =
𝑚0

2𝜋𝑘𝑇

3
2 8𝜋

𝑚0
𝜀𝑒−

𝜀
𝑘𝑇

1

2𝑚0

1

𝜀

𝑭 𝜺 =
𝟐

𝝅

𝟐

𝒌𝑻
𝟑
𝟐

𝜺𝒆−
𝜺
𝒌𝑻

𝜀вер =
𝑘𝑇

2
< 𝜀 > =

3𝑘𝑇

2



Барометрическая формула

Рассмотрим столб идеального газа (молярная масса равна 𝑀 ) в
однородном гравитационном поле (ускорение свободного падения 𝑔) при
постоянной температуре 𝑇 (изотермическая атмосфера)

𝑑𝑝 = −𝜌𝑔𝑑ℎ

𝜌 =
𝑝𝑀

𝑅𝑇
⇒ 𝑑𝑝 = −

𝑝𝑀𝑔

𝑅𝑇
𝑑ℎ

𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑀𝑔

𝑅𝑇
𝑑ℎ ⇒ න

𝑝0

𝑝 𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑀𝑔

𝑅𝑇
න
0

ℎ

𝑑ℎ

ln
𝑝

𝑝0
= −

𝑀𝑔

𝑅𝑇
ℎ



Барометрическая формула

ln
𝑝

𝑝0
= −

𝑀𝑔

𝑅𝑇
ℎ

барометрическая формула

𝒑 = 𝒑𝟎𝒆
−
𝑴𝒈𝒉
𝑹𝑻

𝜌 = 𝜌0𝑒
−
𝑀𝑔ℎ
𝑅𝑇 𝑝 = 𝑛𝑘𝑇 ⇒ 𝑛 = 𝑛0𝑒

−
𝑀𝑔ℎ
𝑅𝑇

𝑝 = 𝑝0𝑒
−
𝑚0𝑔ℎ
𝑘𝑇 𝜌 = 𝜌0𝑒

−
𝑚0𝑔ℎ
𝑘𝑇 𝑛 = 𝑛0𝑒

−
𝑚0𝑔ℎ
𝑘𝑇

𝑝 = 𝑝0𝑒
−
𝜀𝑝
𝑘𝑇 𝜌 = 𝜌0𝑒

−
𝜀𝑝
𝑘𝑇 𝑛 = 𝑛0𝑒

−
𝜀𝑝
𝑘𝑇



Барометрическая формула



Распределение Максвелла-Больцмана

𝑛 = 𝑛0𝑒
−
𝜀𝑝
𝑘𝑇

распределение Больцмана справедливо для любого потенциального поля

Распределение Максвелла 𝑑𝑁𝜀𝑘 = 𝑁
𝑚0

2𝜋𝑘𝑇

3

2
𝑒−

𝜀𝑘
𝑘𝑇𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

Распределение Больцмана 𝑑𝑁𝜀𝑝 = 𝑛0𝑒
−
𝜀𝑝

𝑘𝑇𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Закон Максвелла–Больцмана (число частиц в элементе объёма
фазового пространств)

𝒅𝑵 =
𝒎𝟎

𝟐𝝅𝒌𝑻

𝟑
𝟐
𝒏𝟎𝒆

−
𝜺
𝒌𝑻𝒅𝒗𝒙𝒅𝒗𝒚𝒅𝒗𝒛𝒅𝒙𝒅𝒚𝒅𝒛





Спасибо

за внимание!

nnkhvastunov@itmo.ru


